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Αναγνώριση Προτύπων

Εκτίμηση Παραμέτρων
(Parameter Estimation)
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Τα περιεχόμενα των παρουσιάσεων προέρχονται κυρίως από τις παρουσιάσεις του αντίστοιχου διδακτέου μαθήματος του 
καθ. Παναγιώτη Τσακαλίδη, Τμ. Επιστήμης Υπολογιστών, Παν. Κρήτης. Το πρωτογενές υλικό βρίσκεται στην σελίδα 
http://www.csd.uoc.gr/~hy473/ και βασίζεται στο βιβλίο: “Pattern Classification”, R.O. Duda, P.E. Hart, D.G. Stork, Wiley, 2nd Ed., 2001
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 Υπάρχουν επίσης δύο τεχνικές μάθησης Υπάρχουν επίσης δύο τεχνικές μάθησης
 1. Εκπαίδευση με επίβλεψη (supervised learning)

 Υπάρχει αρχικό δείγμα στο οποίο γνωρίζουμε σε ποια κατηγορία Υπάρχει αρχικό δείγμα στο οποίο γνωρίζουμε σε ποια κατηγορία 
ανήκει το καθένα (π.χ. έχουμε ένα δείγμα από χαρακτηριστικά 
στο οποίο ξέρουμε ποια είναι από λαυράκια και ποια είναι από 
σολωμούς)

 2. Εκπαίδευση δίχως επίβλεψη (unsupervised learning)
 ∆εν υπάρχει αρχικό δείγμα εκπαίδευσης απλά ξέρουμε ότι τα 
δείγματα μας προέρχονται από γνωστές κατηγορίες (π χ έχουμεδείγματα μας προέρχονται από γνωστές κατηγορίες (π.χ. έχουμε 
ένα δείγμα από χαρακτηριστικά και απλά ξέρουμε ότι 
προέρχονται μόνο από λαυράκια και από σολωμούς)

 Το πρόβλημα αυτό θα το αφήσουμε για άλλο μάθημα. Το πρόβλημα αυτό θα το αφήσουμε για άλλο μάθημα.
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Εκτίμηση Παραμέτρων (2)Εκτίμηση Παραμέτρων (2)

Τα αποτελέσματα και των 2 τεχνικών είναι περίπου ίδια αλλά η θεωρητική 
προσέγγιση του προβλήματος είναι διαφορετική

1.Η εκτίμηση μεγίστης πιθανοφάνειας θεωρεί τις τιμές των αγνώστων 
παραμέτρων «άγνωστες σταθερές» και προσπαθεί να βρεί ποιες είναι 
αυτές ώστε να μεγιστοποιείται η πιθανότητα να πάρουμε το συγκεκριμένο 
«δείγμα» τιμών.«δείγμα» τιμών.

2. Η εκτίμηση παραμέτρων κατά Bayes, αντίθετα θεωρεί ότι οί άγνωστοι 
παράμετροι είναι τυχαίες μεταβλητές με γνωστή από πριν αρχική 
πυκνότητα κατανομής (prior) και το δείγμα τιμών που έχουμε λάβει μας
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πυκνότητα κατανομής (prior) και το δείγμα τιμών που έχουμε λάβει μας 
οδηγεί σε βελτίωση (posterior) της αρχικής μας κατανομής.
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Πρόβλημα MLEΠρόβλημα MLE
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Παράδειγμα με νόμισμαΠαράδειγμα με νόμισμα

Ρίχνουμε ένα νόμισμα Ν φορές και Ρίχνουμε ένα νόμισμα Ν φορές και 
παρατηρούμε το αποτέλεσμα.
Π ί ί θ ό Ποια είναι η εκτίμηση της πιθανότητας να 
έχουμε «γράμματα» ?
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Συνάρτηση ΠιθανοφάνειαςΣυνάρτηση Πιθανοφάνειας
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Λογάριθμος της Πιθανοφάνειας 
(Log Likelihood)(Log-Likelihood)
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άδ ί έ

Πετάμε ένα νόμισμα Ν φορές και παρατηρούμε k φορές κεφάλι. Ποια είναι η πιθανότητα θ να φέρουμε κεφάλι;

Μεγίστη Πιθανοφάνεια

Παράδειγμα : Εκτίμηση Παραμέτρων

Μεγίστη Πιθανοφάνεια
Για να πάρουμε την συγκεκριμένη σειρά δεδομένων με κάποιο p έχουμε πιθανότητα 
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άδ ί έΠαράδειγμα : Εκτίμηση Παραμέτρων

Έχουμε δεδομένα από μία ομοιόμορφη κατανομή U(0,θ), δηλαδή, p(x|θ)= U(0,θ)=1/θ για 0≤x≤ θ. Τα 
δεδομένα που έχουμε είναι D={4,7,2,8} και 0≤θ≤10 θέλουμε να εκτιμήσουμε πρώτα το θ και μετά το p(x|θ). μ χ μ { , , , } μ μή μ ρ μ p( | )
Εκτίμηση του θ
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Παράδειγμα 1 (συν.): Αναδρομική Εκτίμηση 
έΠαραμέτρων

Άρα έχουμε με τα 4 σημεία ότι ο εκτιμητής του p(x|D) της μεγίστης πιθανοφάνειας είναι η τιμή θ=8, 
άρα p(x|D) = U(0,8), 
ενώ ο εκτιμητής Bayes (κόκκινη γραμμή) του p(x|D) είναι  dDpxpDxp )|()|()|( 

∆ιότι για 0≤x≤8, p(x|θ) ~1/8, για 8≤x≤10, p(x|θ) ~ 1/θ.
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∆ έ ML B ώ∆ιαφορές ML και Bayes εκτιμητών
 Υπολογιστική πολυπλοκότηταγ ή η
 ML πιο κατανοητό αποτέλεσμα
 Bayes δεν οδηγεί απαραίτητα στο παραμετρικό μοντέλο που υποθέσαμε (δες 

τελευταίο παράδειγμα)
 Bayes χρησιμοποιεί καλύτερα τα δεδομένα εκπαίδευσης
 Bayes χρειάζεται και την εκ των προτέρων κατανομή (συνήθως δεν είναι 

γνωστή)
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Curse of DimentionalityCurse of Dimentionality

Εάν για την καλή εκτίμηση των παραμέτρωνΕάν για την καλή εκτίμηση των παραμέτρων 
μιας μονοδιάστατης pdf χρειάζονται Ν
δείγματα για την εκτίμηση της pdf σε dδείγματα, για την εκτίμηση της pdf σε d
διαστάσεις χρειάζονται Nd δείγματα
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Απλοποιημένος Εκτιμητής BayesΑπλοποιημένος Εκτιμητής Bayes
Στην περίπτωση αυτή υποθέτουμε ότι τα dη ρ η ή μ
χαρακτηριστικά ενός προτύπου x=(x1,x2,…,xd) είναι 
στατιστικά ανεξάρτητα
ΆραΆρα

)|()|(
1

in

d

n
i xpp  



x

Η τεχνική αυτή εφαρμόζεται όταν το d είναι μεγάλο (curse 
of dimensionality) και ο αριθμός Ν των δεδομένωνof dimensionality) και ο αριθμός Ν των δεδομένων 
εκπαίδευσης είναι σχετικά μικρός.

Συνήθως υποθέτουμε ότι τα pdf των x1, x2, …, xd είναι ή ς μ p 1, 2, , d
κανονικές κατανομές και προσπαθούμε να εκτιμήσουμε την 
μέση τιμή και την διασπορά τους (μn,σn

2)
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ΠαράδειγμαΠαράδειγμα

Έστω δεδομένα που δημιουργούνται από την παρακάτω pdf

 )()(exp
)2(

1)|( 1

22
ii xxx 


 






 T
ddip

Έστω δεδομένα που δημιουργούνται από την παρακάτω pdf

Με i=2, d=5 και μ1=[0 0 0 0 0]Τ , μ2=[1 1 1 1 1]Τ
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MIXTURE MODELSMIXTURE MODELS
Μία τυχαία pdf μπορεί να παρασταθεί σαν άθροισμα γνωστών pdf.

όπου  )|()( 
J

j jxpPxp

11

1

 




J

j

p(x|j)dxP 1   ,1
1

 
 -xj

j p(x|j)dxP

Μία συνήθης επιλογή για τις p(x|j) είναι η κανονική N(μj,Σj )Μία συνήθης επιλογή για τις p(x|j) είναι η κανονική N(μj,Σj )

Άρα δεδομένου ενός δείγματος τιμών προσπαθούμε να εκτιμήσουμε τους 
συντελεστές Pj και τις παραμέτρους των p(x|j)

Ένας δημοφιλής αλγόριθμος που υπολογίζει τις παραμέτρους μέσα από μία 
επαναληπτική διαδικασία είναι ο ΕΜ (δες Θεοδωρίδη, 4-η έκδοση, κεφ, 2.5.5)
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