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Γξακκηθέο πλαξηήζεηο Γηάθξηζεο 

ΠΟΡΔΙΑ ΣΟΤ ΜΑΘΗΜΑΣΟ 

1. Γλσξίδακε ηηο θαηαλνκέο θαη βξίζθακε ηηο ζσναρηήζεις διάκριζες 
(Δθηηκεηέο Bayesian)  

2. Τπνζέηνπκε όηη γλσξίδνπκε ηελ κνξθή ηεο θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο θαη 
από ηα δεδνκέλα εθπαίδεπζεο βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπο 
(Parametric Estimation) 

3. Από ηα δεδνκέλα εθπαίδεπζεο βξίζθνπκε (εθηηκνύκε) ηηο θαηαλνκέο 
πηζαλόηεηαο (Παξάζπξα Parzen θαη KNN) 

4. Τπνζέηνπκε όηη γλσξίδνπκε ηελ κνξθή ησλ ζσναρηήζεων διάκριζες 
θαη ζέινπκε λα βξνύκε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπο από ηα δεδνκέλα 
εθπαίδεπζεο. Γελ ρξεηαδόκαζηε ηηο ππνθείκελεο θαηαλνκέο (non 
parametric estimation).  Κίλδπλνο no-robust estimators  
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Γξακκηθέο πλαξηήζεηο Γηάθξηζεο 
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Γιατί γπαμμικοί ταξινομητέρ; 
 Πξόβιεκα  2 θαηεγνξηώλ: Αλ ν αξηζκόο N ηωλ πξνηύπωλ είλαη 

κηθξόηεξνο από ηνλ αξηζκό D ηωλ ζπληζηωζώ λ θάζε 
πξνηύπνπ, ηόηε ππάξρεη πάληα ππεξεπίπεδν πνπ ηα δηαρωξίδεη. 

 
 Επνκέλωο νη γξακκηθνί ηαμηλνκεηέο είλαη ρξήζηκνη:  
 ζε  πξνβιήκαηα  πνιύ  κεγάιεο  δηαζηαηηθόηεηαο 
 Σε πξνβιή καηα κέηξηαο δηαζηαηηθόηεηαο, όπνπ ππάξρεη έλαο 

ζρεηηθά κηθξόο αξηζκόο πξνηύπωλ εθπαίδεπζε ο 
 
 Επηπιένλ ν αξηζκόο ηωλ ζπληζηωζώλ ελόο πξνηύπνπ κπνξεί  λα 

απμεζεί απζαίξεηα κε ηελ πξνζζ ήθε  λέωλ ζπληζηωζώλ πνπ 
είλαη κε  γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ηωλ αξρηθώλ ζπληζηωζώλ 
(π.ρ. πνιπώλπκα ) 
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πλαξηήζεηο θαη Δπηθάλεηεο Γηάθξηζεο 

Έζησ xp ε  πξνβνιή ηνπ x ζην ππεξεπίπεδν. Δπεηδή 

xp είλαη πάλσ ζην ππεξεπίπεδν.  

Άξα g(xp)=0=WTxp+w0   θαη 
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Παξάδεηγκα 

 g(x1,x2)=x1+0.75x2-3=[1  0.75][x1 x2]
T+(-3) 

 w=(1, .75), w0=-3, ||w||=5/4 

 X=(2, 5). Η απόζηαζε r ηνπ Υ από ηελ επζεία g(X)=0 είλαη 

 r= (PX)=g(2, 5)/||w||=(11/4)/(5/4)=11/5 

 

x1 

x2 

3 

4 

X= (2, 5) 

P 

X 
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Η Πεξίπησζε Πνιιώλ Κιάζεσλ 

Πεξίπησζε δηαρσξηζκνύ ζε σ1 / όρη σ1 

  

Μπνξεί λα ππάξρεη πεξηνρή πνπ δελ 
θαζνξίδεηαη.    

Πεξίπησζε δηαρσξηζκνύ ζε σi / σj 

  

Μπνξεί πάιη λα ππάξρεη πεξηνρή πνπ δελ 
θαζνξίδεηαη.    

Θα αθνινπζήζνπκε ηελ θηινζνθία ησλ 
επηθαλεηώλ δηαρσξηζκνύ gi(x)=wTxi + wi0  
θαη  x ϵ σi εάλ gi(x) > gj(x) γηα θάζε j ≠ i 
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Η Πεξίπησζε Πνιιώλ Κιάζεσλ 
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Γξακκηθά Γηαρσξίζηκεο Κιάζεηο: 
Γηαλύζκαηα θαη Πεξηνρέο Λύζεο 
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Γηαδηθαζίεο Βειηηζηνπνίεζεο 
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Αιγόξηζκνο ηεο πην Απόηνκεο Καζόδνπ 
(Steepest Descent) 
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Αιγόξηζκνο Καζόδνπ Newton  
(Newton Descent) 
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Σν θξηηήξην Perceptron 
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Ο Αιγόξηζκνο Batch Perceptron 
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Βήκαηα ηνπ Batch Perceptron 
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Σέζζεξηο πλαξηήζεηο Κόζηνπο 
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Fixed Increment Single-Sample Perceptron 

y3 
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ύγθιηζε 

ΓΥΣΤΥΦΩΣ ΤΟ ΟΡΗΟ 
ΔΘΦΡΑΕΔΤΑΗ ΣΥΝΑΡΤΖΣΔΗ 
ΤΖΣ ΙΥΣΖΣ  α0 
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Variable-Increment Perceptron with Margin 
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Μέζνδνη Υαιάξσζεο (Relaxation Procedures) 
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Batch Relaxation with Margin 
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Single-Sample Relaxation with Margin 
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Με Γηαρσξίζηκεο Καηεγνξίεο 

 Οη πξνεγνύκελνη αιγόξηζκνη βαζίδνληαη ζηελ ππόζεζε όηη νη 
θαηεγνξίεο είλαη γξακκηθά δηαρσξίζηκεο.  

 Αιιά αθόκα θαη εάλ ην δείγκα εθπαίδεπζεο είλαη γξακκηθά 
δηαρσξίζηκν απηό δελ εγγπάηαη θαιή ζπκπεξηθνξά ζηελ 
πξαγκαηηθόηεηα  

 

ΠΩ ΘΑ ΤΜΠΔΡΙΦΔΡΟΝΣΑΙ Δ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΓΙΑΥΩΡΙΙΜΔ 
ΚΑΣΗΓΟΡΙΔ 

Αο βάιινπκε όια ηα δεδνκέλα κε έλα margin aTyi-bi > 0 

θαη αο πξνζπαζήζνπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε κηα ζπλάξηεζε θξηηεξίνπ 
πνπ βαζίδεηαη ζηα ειάρηζηα ηεηξάγσλα -> 

Μέζνδν Διαρίζησλ Σεηξαγώλσλ 
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Μέζνδνη Διαρίζησλ Σεηξαγώλσλ  
(Minimum Square Error – MSE) 
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Μέζνδνη Διαρίζησλ Σεηξαγώλσλ  
(Minimum Square Error – MSE) 
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Widrow-Hoff (Least Mean Squares - LMS) 
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Παξάδεηγκα 

 Τπνζέζνπκε όηη έρνπκε ηα παξαθάησ ζεκεία 2 δηαζηάζεσλ πνπ 
αλήθνπλ ζε 2 θαηεγνξίεο:  

 σ1: (1, 2) θαη (2, 0), θαη σ2: (3, 1) θαη (2, 3), ηα πξώηα είλαη κε 
καύξν θαη ηα δεύηεξα κε θόθθηλν ρξώκα ζην επόκελν ζρήκα. 

 Ο πίλαθαο Y είλαη επνκέλσο 

 Y = (1 1 2, 1 2 0, −1 −3 −1, −1 −2 −3) 

 θαη κεηά από κεξηθέο απιέο πξάμεηο έρνπκε όηη ν 
ςεπδναληίζηξνθνο πίλαθαο είλαη: 

 

 
1

1 1 2
5 / 4 13 /12 3 / 4 7 /12

1 2 0
      a= 1/ 2 1/ 6 1/ 2 1/ 6

1 3 1
0 1/ 3 0 1/ 3

1 2 3

b b


 

 
  
           
          

   

Καη δηαιέγνληαο απζαίξεηα  bT=(1,1,1,1), έρνπκε aT= (11/3, -4/3, -2/3)  
άξα 

g(x)=(11/3) -(4/3)x1 -(2/3)x2 

x1 

x2 

0 
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Σεμείωζε: ην MSE 
κπνξνύκε αληί λα αιιάμνπκε 
ην πξόζεκν ζηα Y γηα ηελ 
θιάζε σ2 λα αιιάμνπκε ην 
πξόζεκν ζην b γηα ηα 
δεδνκέλα πνπ αλήθνπλ ζηε 
θιάζε σ2 , δειαδή 
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Μέζνδνο Ho-Kashyap 
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Αιγόξηζκνο Ho-Kashyap 

Βαζικά βρίζκοσμε πρώηα ηο gradient descent ως προς b και μεηά εθαρμόδοσμε ελάτιζηα ηεηράγωνα 
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 Έωο ηώξα είδακε ην πξόβι εκ α κόλν γηα 2 θαηεγνξί εο. Τη 
κπνξνύ κε λα θάλνπκε εάλ έρνπκε πνιιέο  θαηεγνξίεο 
πξνηύπωλ? 

 Θα δνύκε ην πξόβιεκα π πνζέ ηνληαο όηη νη c θιάζεηο 
είλαη γξακκηθά δηαρωξίζηκεο. Βαζηδόκελνη ζηηο γξακκηθέο 
ζπλαξηήζεηο δηάθξηζε ο, ζέιν πκε λα βξνύκ ε έλα βξνύκ ε 
έλα ζ ύλνι ν gi(x) γξακκηθώλ ζπλαξηήζεωλ δηάθξηζε ο έηζη 
ώζ ηε εάλ x ϵ ωi , ηόηε gi(x) > gj(x) γηα θάζε j ≠ i. 

 Δηαηππώλνπκε ηώξα ην πξόβιεκα ζ ηνλ ρώξν ηωλ y, (νη 
ζπλαξηήζεηο δηάθξηζε ο είλαη ππεξίπεδα πνπ πεξλνύλ 
από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ. 

Σκήκα Ηιεθηξνιόγσλ Μεραληθώλ & Μεραληθώλ Τπνινγηζηώλ 32 
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Σαμηλόκεζε Πνιιαπιώλ Κιάζεσλ κε MSE 

Έζησ y1, …, yn, πξόηππα από c>2 θιάζεηο. Θέινπκε λα βξνύκε έλα ηαμηλνκεηή πνπ 
λα απνηειείηαη από γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο δηάθξηζεο                        (κία γηα θάζε 
θιάζε), νύησο ώζηε εάλ x αλήθεη ζηελ i θιάζε ηόηε                             . πλεπώο ζηνλ 
επαπμεκέλν ρώξν ςάρλνπκε γηα ηα βάξε ai ώζηε εάλ yk αλήθεη ζηελ i θιάζε  ηόηε  
 
 
 
 Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλεπώο ππνινγίδνπκε ην βέιηηζην ai  ώζηε  λα 
δηαρσξίδεη ηελ θιάζε i από όιεο ηηο ππόινηπεο θιάζεηο j≠i . 
 
 
 

Τ= [y1, …, yn] θαη bi = [bjk ]  k=1,…,n θαη bjk =1 εάλ yj αλήθεη ζηελ θιάζε ση   θαη bjk 
=-1 εάλ yj δεν αλήθεη ζηελ θιάζε ση   
 
 εκεηώλεηαη όηη δελ ρξεηάδεηαη λα αιιάμνπκε ην πξόζεκν ζηα yj αιιά κπνξνύκε λα 
ην αιιάμνπκε ζην bi  
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Πνιιαπιέο Κιάζεηο 
Γνκή ηνπ Kesler 
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Σαμηλόκεζε Πνιιαπιώλ Κιάζεσλ Perceptron 
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 ηνρνο:  Δάλ έρνπκε, δύν θαηεγνξίεο πνπ είλαη γξακκηθά 
δηαρσξίζηκεο , λα βξείο ηελ ζπλάξηεζε δηάθξηζεο 

 

 Η νπνία αθήλεη ηελ κέγηζηε απόζηαζε, πεξηζώξην, (maximum 
margin) θαη από ηηο δύν θαηεγνξίεο from both classes 
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SUPPORT VECTOR MACHINES 
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 Margin:  Each hyperplane is characterized by 

 Its direction in space, i.e.,  

 Its position in space, i.e., 

 For EACH direction, 
choose the hyperplane that leaves the SAME  
distance from the nearest points from each 
class. The margin is twice this distance. 
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 The distance of a point      from a hyperplane  

is given by  

 
 

 Scale,          so that at the nearest points from 
each class the discriminant function is ±1: 

 

 

 Thus the margin is given by 

 

 

 Also, the following is valid 
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 SVM (linear) classifier 

 

 Minimize 

 

 Subject to 

 

 

 

 

 This is because minimizing  
 
the margin      is maximised 
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 The above is a quadratic optimization task subject to a set of linear 
inequality constraints.  The Karush-Kuhh-Tucker conditions, state that 
the minimizer satisfies: 
 

 (1) 

 

 (2) 

 

 (3) 

 

 (4)  

 

 Where       is the Lagrangian 
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 The solution:  from the above, it turns out that 
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 The Lagrange multipliers can be either zero or 
positive.  Thus, 

   
 where            , corresponding to positive 

Lagrange multipliers 

 

 From constraint (4) above, i.e., 

 

 

  the vectors contributing to       satisfy 
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Remarks: 
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 These vectors are known as SUPPORT 

VECTORS and are the closest vectors, from 
each class, to the classifier. 

 

 Once       is computed,   is determined 
from conditions (4). 

 

 The optimal hyperplane classifier of a support 
vector machine is UNIQUE. 
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 The SVM formulation is a convex programming problem, 
with 

 Convex cost function 

 Convex region of feasible solutions 

 Thus, its solution can be achieved by its dual problem, 
i.e., 

 

 maximize 

   
 subject to 
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Dual Problem Formulation 
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 Combine the above to obtain 

 

 maximize 

 

 subject to 
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 Remarks: 

 Support vectors enter via inner products 

 Although the solution, w, is unique, the Lagrange 

multipliers ARE NOT. 

 

 Non-Separable classes 
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 In this case there is no hyperplane, such that 

 

 

 

 Recall that the margin is defined as twice the distance 
between the following two hyperplanes 
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 The training vectors belong to one of  three possible 
categories 

 

 A.  Vectors outside the band which are correctly 
      classified, i.e., 

 
 

 B.  Vectors inside the band, and correctly classified, 
     i.e., 

 
 

 C.  Vectors misclassified, i.e. 
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 All three cases above can be represented as 

 

 

A. 

B. 

C. 

 

      are known as slack variables 
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The goal of the optimization is now two-fold 

 Maximize margin 

 Minimize the number of patterns with           , 

 That is 

 
 

 

  where C a constant and 

 

 
 

 I(.) not differentiable.  In practice, we use an approximation 

 

   

 

 Following similar procedure as before we obtain 
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KKT conditions 
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 The associated dual problem 

 

 Maximize 

 

 subject to  

 

 

 

 

 Remarks:   

 The only difference with the separable class case is the existence 
of C in the constraints 
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